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Resumo

O obijetivo do estudo foi predizer a classe de receita de uma escola de futevélei para seis
seguintes. O estudo de caso se deu sobre uma instituicdo situada em Vitéria (ES). As
probabilidades de transicado utilizadas foram estimadas com base no histérico do periodo
de 2022 a 2024. Os resultados dependeram da considerac¢ao de sazonalidade nos periodos
de maio a julho e janeiro a margo, tendo esse modelo convergido a realidade que se
apresentou em 2025, em metade dos meses comparados. Logo, concluiu-se que a
modelagem capturou a idiossincrasia da escola, predizendo adequadamente a faixa de
receita em razdo das circunstanciais mensais.

Palavras-chave: Pesquisa operacional. Processo estocastico. Administracdo. Negdcio.
Modelagem.

Abstract

The aim of the study was to predict the revenue class of a footvolley school for the next six
years. The case study centred on an institution located in Vitoria (ES). The transition
probabilities used were estimated based on the historical period from 2022 to 2024. The
results depended on seasonality being taken into account in the periods from May to July
and January to March, and this model converged with the reality presented in 2025, in half
of the months compared. It was therefore concluded that the modelling captured the
idiosyncrasies of the school, adequately predicting the range of income due to monthly
circumstances.

Keywords: Operational research. Stochastic processes. Management. Business.
Modelling.

Introducéo
A Cadeia de Markov a Tempo Discreto seria um modelo estocastico descritor de
determinada sequéncia de estados, na qual a probabilidade de transi¢do para o proximo

estado dependeria exclusivamente do estado atual, em detrimento da histéria do fendémenao.
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Essa caracteristica foi denominada de Propriedade de Markov ou Memadria Limitada
(Norris, 1997).

Assim, entendendo estados como valores que certo sistema poderia assumir, o
Espaco de Estados (S) seria o conjunto (finito ou ndo) de todos os possiveis estados (Feller, -

1968), entdo, formalmente, para uma sequéncia de variaveis aleatérias {X;}t >0, a

memodria limitada seria expressa como em (I).
PKiv1 = j1Xe = X1 = Bpo1, 0, Xo =) = PKeyq = j 1 X = 1),Vi,jeS ()

A ciéncia sobre os estados possibilitaria compreender que a cadeia de Markov seria
considerada irredutivel quando todos os elementos de S forem comunicaveis, ou seja,
possivel seria haver movimentagcdo entre qualquer par de estados (Isaacson e Madsen,
1976). Entdo, esses se classificariam em (Tomé e Oliveira, 2014): 1) transiente, quando
possivel a partir dele chegar a outro estado, mas impossivel retornar; 2) recorrente, se nao
transiente; 3) periddico, quando necessaria mais de uma transicdo para retornar; 4)
aperiodico, se recorrente e nao periddico; 5) ergddico, se recorrente, aperiddico e ha tempo
de recorréncia média finita; e 6) absorvente, quando possivel alcanca-lo de qualquer outro
estado. Entdo, cada estado teria uma probabilidade inicial, cuja organizacdo em vetor
originaria a distribuicéo inicial (no), a partir do qual se formaria a Matriz de Transi¢cao (P).
Os elementos dessa representariam as probabilidades de transicdo de estado i ao |

quaisquer (Pj), dadas por (I1).

Pij = P(X¢41 = j | Xe = ) com ZP” =1,vieS (I
JES

Entéo, necessario seria estimar as probabilidades de transicdo de i para j em n
passos, 0 que se tornaria possivel com a aplicacéo das Equac¢des de Chapman-Kolmogorov
(111, considerando que aquela transigédo passaria por algum estado intermediario k no m-
€simo passos, logo a probabilidade total seria 0 somatério das probabilidades de todas as

trajetorias possiveis que incluissem k (Kolmogorov, 1931).

pig,") = Z Pl.gcm)P,g.l_m) para0 <m<n (III)
kes

Revista Presenca - Rio de Janeiro/RJ - Volume 11 - 262. edicao - 2025



R E VvV 1 S T A
> ISSN: 2447-1534

Onde: Zkes, representaria 0 somatorio de todos os estados intermediarios de k; Pig"), irdei

para j em m passos; Pk(;.‘_m)depois de ir de k para j nos n-m passos restantes.

129

Pela literatura (Muller, 2007; Taha, 2002; Taylor e Karlin, 1998; Ross, 1995),
semanticamente (lll) garantiu que o futuro ndo dependeria de todos os estados passados,
mas apenas do corrente (Propriedade de Markov), portanto seria reflexo da derivagéo da
lei da probabilidade total (IV), como tal possibilitaria a fatoracdo das probabilidades
condicionais (V). Objetivamente, as Equacdes de Chapman-Kolmogorov corresponderiam
ao produto de matrizes, assim se a matriz de transicdo em um passo fosse P, aquela em n

passos seria P(™ dada por (VI).

B = PGn =Ko =0 = ) PUn =X = klXo =D (V)
keS

zp(xm =k|Xo = 0).P(X,, = j|Xpm = k) = Epl.g") P )
keS keS

P = pMmpr-m) nara0 <m<n (V)

Exemplificando, dado Espaco de Estado, S = {1, 2}, e a respectivamente Matriz de

0,20 0,80

Transicao, P = [0 35 065

], a probabilidade de transicéo de 1 para 2 em dois passos seria

estimada por P2 = P,,P,, + P,,P,, = 0,20.0,80 + 0,80.0,65 = 0,16 + 0,52 = 0,68.

N&o raramente, fenbmenos sofreriam influéncia de ciclos econémicos, estacdes do
ano ou periodo letivo, portanto as probabilidades de transicdo sofreriam variacdes
periddicas no dominio do tempo, caracterizando a sazonalidade (Hyndman e
Athanasopoulos, 2021). Por consequéncia, a Cadeia de Markov deixaria de ser homogénea
(probabilidades fixas no tempo) para se tornar ndo homogénea, com transicOes
dependentes do instante t. Isso requisitaria adaptacdes as equacbes de Chapman-
Kolmogorov que deveriam expressar a dependéncia temporal (Isaacson e Madsen, 1976).

Assumindo, a sazonalidade como periddica, ou seja, repeticdo em série temporal,

com periodo T, ciclos de repeti¢do, entdo a matriz de transicdo P(t) seria dada por P(t) =
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P(t + T),Vt. Dessarte, a probabilidade de transi¢do em n passos, do tempo t para t+n, seria

estimada pelo produto das matrizes de transicdo de cada momento (VII).

P&t = p()P(t +1)..P(t +n—1) (VII) -

Sucintamente, a modelagem por cadeia de Markov a tempo discreto requisitaria
independéncia do passado (Propriedade de Markov); espaco de estados rigorosamente
definido, ou seja, estados completos e mutuamente exclusivos; e probabilidades de
transicdo constantes ao longo do tempo (Cadeias Ndo Homogéneas). Todavia, as
limitacdes estariam na incapacidade de descrever efeitos de longo prazo (memoria curta);
estacionariedade, ao assumir que as probabilidades de transicdo seriam constantes; e na
complexidade computacional, dado que a dimensionalidade aumentaria com o espaco de
estados (Ethier e Kurtz, 1986; Clarke e Disney, 1979; Cox e Miller, 1965).

Na existéncia de sazonalidade, o modelo se tornaria sensivel a sazonalidade,
portanto haveria perda de precisdo, caso a sazonalidade ndo fosse periédica, como poderia
ocorrer na presenca de eventos aleatdrios; o custo computacional se elevaria (O(T-|SI%)) pela
exigéncia de maior numero de célculos; e cada periodo, t mod T, requisitaria dados
suficientes a estimativa individual de cada matriz, P(t) (Bhattacharya e Waymire, 1990;
Bartholomew, 1982; Karlin e Taylor, 1975; Kemeny e Snell, 1976) .

Baseado no anteriormente apresentado, as cadeias de Markov a tempo discreto
poderiam ser consideradas modelos versateis a descricdo de sistemas dinAmicos com
dependéncia sequencial limitada, o que associado a simplicidade matematica e capacidade
preditiva, formaria a condicdo suficiente a ampla aplicacdo em cenarios, nos quais o
passado recente seria mais relevante que o histérico completo (Restum, 1999).

Por isso, 0 emprego em tomada de decisdo médica (Sonnenberg e Beck, 1993) e
estabelecimento de prognostico de cancer (Beck e Pauker, 1983). Doencas infectos
contagiosas teriam avaliacdes epidemiologicas, precisamente sobre a sazonalidade
(Fisman, 2007) e essa associada a dinamica (Altizer et al., 2006) descritas por cadeias de
Markov. Em esporte, possivel foi demonstrar que a conquista de pontos no ténis néo se
aproximava de distribuicdo independente, mas da dinamica binaria (Klaassen e Magnus,
2001). Ratificando a versatilidade, o relacionamento com clientes externos (Pfeifer e
Carraway, 2000) e a andlise de sentimentos semanais e mensais sobre as taxas de cambio,

envolvendo euro, délar estadunidense, libra esterlina, rand (Africa do Sul), yen (Jap&o) e
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SDR (Madhava Rao e Ramachandran, 2016). Essa, Special Drawing Rights — SDR (Direitos
Especiais de Saque), ndo seria moeda no sentido tradicional, mas ativo de reserva criado
pelo Fundo Monetario Internacional para reforcar reservas internacionais, facilitar
transacdes (ajuste de balanca de pagamento e liquidacdo de dividas), reduzir a
dependéncia de moedas individuais e instrumento de alocacdo utilizado para apoiar =
economia em crise de paises membros (Martins, 2017; Dada et al., 2014). Alicer¢cado no

exposto, a corrente investigacao objetivou predizer a receita de uma escola de futevolei.

Metodologia

A investigagéo e caracterizou como estudo de caso, pois considerou somente uma
instituicdo de ensino de Futevdlei situada em Vitoria (ES). A Receita mensal foi classificada
pela administragdo em Baixa (< R$20.000,00), Alta (> R$60.000,00) ou Média (caso
contrario), com ajustes pela inflagdo oficial, as classes listadas definiram o Espaco dos
Estados. As probabilidades iniciais e de transi¢ao utilizadas foram estimadas com base nos
registros entre dos meses de janeiro de 2022 a dezembro de 2024.

Identificados foram dois ciclos de sazonalidade periodica (T= 2), refletindo tendéncia
de alta entre janeiro e marco, e de baixa de maio a julho, cujas probabilidades especificas,
também, foram estimadas, tornando a cadeia de Markov ndo homogénea. Apés obtidas as
predicdes para os seis primeiros meses de 2025, as estimativas para janeiro, fevereiro,
marco e abril foram comparados aos estados observados. A codificacdo do modelo se
desenvolveu em linguagem R 4.4.2, utilizando o ambiente RStudio 2022.07.1+554 for
Windows.

Resultados e Discusséo

Os vetores iniciais reuniram as probabilidades de transicdo dos ciclos sem
sazonalidade (Tabela 1), indicando que se o estado atual fosse Baixa (leitura em linha), a
chance de permanéncia seria de 60,00%, de evolugcdo ao Média no més seguinte seria de
30,00%, e ao Alta de 10,00%, aproximadamente. Alternativamente, o entendimento (leitura
em coluna) revelaria que atingir o estado Alta, a partir de Baixa e Meédia teria,
respectivamente, 10,00% e 20,00% de chance, mas a probabilidade do negdcio
permanecer no Alta seria, de cerca, de 30,00%. A principio, a coeréncia das distribuicbes

se fez presente, pois 0 somatério de cada linha foi 100,00%.
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Tabela 1: Matriz de Transi¢céo entre os Estados sem Sazonalidade.
Baixa Média Alta
Baixa 0,60 0,30 0,10
Média 0,40 0,40 0,20

Alta 0,20 0,50 0,30
Fonte: Os Autores (2025).

132

A compreensdo das probabilidades de transicdo com Sazonalidades (Tabela 2)
seguiria o raciocinio anterior. Porém, as duas matrizes, em correspondéncia a0 mesmo
guantitativo de ciclos, revelaram comportamentos distintos. O primeiro semestre seria,
caracteristicamente, a alta temporada, porque, caso o estado corrente fosse Baixa haveria
tendéncia de aumento da chance de transicdo ao Média (35,00%) e Alta (15,00%). Se a
situacdo fosse de receita Meédia, a probabilidade de se tornar Alta no més
subsequentemente seria de 30,00%. Comparativamente, P33 = 30,00% sem Sazonalidade
(Tabela 1) se elevaria para P33 = 40,00% no ciclo em andlise (Tabela 2).

Tabela 2: Probabilidades de Transicéo entre os Estados com Sazonalidades.
Baixa Média Alta

Janeiro a marc¢o

Baixa 0,50 0,35 0,15
Média 0,30 0,40 0,30
Alta 0,20 0,40 0,40

Maio a julho

Baixa 0,70 0,25 0,05
Média 0,50 0,35 0,15
Alta 0,30 0,50 0,20

Fonte: Os Autores (2025).

Em contrapartida, a baixa temporada se manifestaria entre maio e julho (Tabela 2),
porque a sazonalidade aumentaria a chance de permanéncia do estado Baixa (70,00%).
Se o momento corrente fosse Média, as probabilidades de transicdo ao Alta e manutencao
da situacao atual, também, se reduziriam para 15,00% e 35,00%, nessa ordem. Por fim, a
permanéncia do estado Alto sofria reducédo (20,00%), simultaneamente ao aumento da
probabilidade de transicdo ao Baixa, partindo do Alta (30,00%). Esse quadro reforcou a
necessidade de consideragdo das sazonalidades periodicas no modelo.

As predicdes realizadas desconsiderando as sazonalidades (Tabela 3) e sabendo

gue em dezembro/2024, o estado era Alta, foram Alta, Baixa, Baixa e Alta para, de modo
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respectivo, janeiro, fevereiro, marco e abril. Porém, os estados observados, nessa ordem,
foram Alta, Alta, Média e Média, essa com tendéncia de transicdo a Baixa. Assim, a taxa
de acerto foi de 25,00% (somente janeiro), o que foi reflexo de assumir a cadeia de Markov

como homogénea em dissonancia com a realidade do negécio, potencializando a
133

caracteristica de memoria de curto prazo. Esse aspecto foi atenuado no modelo com
sazonalidade (Tabela 4), quando os preditos convergiram aos observados em janeiro e

marco, e a tendéncia de abril. Portanto, a taxa de acerto ficaria entre 75,00% e 50,00%.

Tabela 3: Resultados Preditos sem Sazonalidade.
Més Baixa Média Alta

Baixa Média Alta

Baixa Média Baixa

Alta Alta Baixa

Média Média Alta

Média Alta Baixa

Média Alta Média
Fonte: Os Autores (2025).

O Ul WN P

Tabela 4: Resultados Preditos com Sazonalidades.

Més Baixa Média Alta

1 Baixa - Alta Temporada Média - Alta Temporada Alta - Alta Temporada

2 Média - Alta Temporada  Média - Alta Temporada Média - Alta Temporada
3 Baixa - Alta Temporada Baixa - Alta Temporada Média - Alta Temporada
4 Média - Normal Média - Normal Baixa - Normal
5
6

Baixa - Baixa Temporada Média - Baixa Temporada Alta - Baixa Temporada

Baixa - Baixa Temporada Média - Baixa Temporada Baixa - Baixa Temporada
Fonte: Os Autores (2025).

Na Sazonalidade (Tabela 4), caso o estado atual fosse Baixa, a maior probabilidade
se estabeleceria na permanéncia nessa classe de Receita em janeiro, mesmo no ciclo de
Alta Temporada. Tal constatacéo iluminaria o fato de que a existéncia de demanda seria
necessaria, mas nao suficiente ao crescimento, manutengéo ou longevidade do negdcio,
pois aspectos relacionados aos planejamentos logistico (Bessa e Carvalho, 2007), de
comunicacdo (Porem e Kunsch, 2022), marketing (Marin et al., 2018; Reis et al., 2016),
estrutural (Kluska, Lima e Costa, 2015), humano (Rolim e Lima, 2024; Nogueira, Lole e
Carrara, 2024; Peres, Afonso e Peres, 2024, Del Corso et al., 2014; Mizumoto et al., 2010;
Santos, 2004) e financeiro (Marques, 2024; Almeida e Silva, 2024; Lima e Tomé, 2018) em
correspondéncia ao estratégico, tatico e operacional (Santos e Pinheiro, 2017; Mendonga

et al., 2017; Teixeira, Dantas e Barreto, 2015; Malanovicz et al., 2010; Lopes e Blaschek,
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2010; Barbosa e Brondani, 2004) seriam necessarios a conquista e fidelizagdo de clientes
externos (Leite e Ceo, 2024; Polli, 2015; Costa, Santana e Trigo, 2015), possivelmente pela
inovacao (Vieira et al., 2024; Porem e Kunsch, 2019; McLean, 2005; Marchesnay, 2003).

Inicialmente, as estimativas das probabilidades foram realizadas impondo
distribuicbes concentradas em cada estado (Tabela 5), mas respeitando a sazonalidade. =
Esse procedimento foi adotado como referéncia aos resultados obtidos a partir da Tabela
1, e os resultados apresentados com quatro casas decimais para facilitar o entendimento
das comparacfes. Como resultado ap0s seis passos, ou seja, predicdo para 0 semestre
subsequente (Tabela 6), as probabilidades convergiram para valores especificos,
independentemente do estado da origem, assim a probabilidade de em um determinado
instante a classificacdo da Receita ser Baixa, Média ou Alta era, aproximadamente, 40,00%,
40,00% ou 20,00%, nessa ordem. Isso ocorreu devido a ciclicidade imposta pela
sazonalidade periddica e tendéncia do sistema de alcancar o equilibrio ap6s mdltiplos
passos.

Tabela 5: Vetores Iniciais com Distribuicbes Concentradas.
Baixa Média Alta
Baixa 1,00 0,00 0,00
Média 0,00 1,00 0,00
Alta 0,00 0,00 1,00
Fonte: Os Autores (2025).

Tabela 6: Matriz de Transicdo Acumulada com n = 6 passos e Distribuicdo Concentrada.
Baixa Média Alta
Baixa 0,4009 0,4022 0,1969
Média 0,4027 0,4020 0,1953

Alta 0,4032 0,4021 10,1947
Fonte: Os Autores (2025).

Tomando a Tabela 1 como o conjunto dos vetores iniciais, a Matriz de Transi¢cao
Acumulada (Tabela 7) seria significativamente modificada, porque a convergéncia ocorreu
nos valores aproximados Baixa = 53,00%; Média = 35,00 e Alta = 12,00%,
independentemente do estado inicial, ou seja, se identificou o0 comportamento ergddico
suavizado pela sazonalidade. Em sistemas ergddicos, a distribuicdo convergiria a
estacionalidade fixa, caso a cadeia markoviana fosse homogénea.

No entanto, o sistema estudado era uma cadeia de Markov ndo homogénea, entao

a convergéncia se daria para o padrao ciclico determinado pela periodicidade das matrizes
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de transicdo (Tabela 2). Matematicamente, isso ocorreu pelo efeito da média sazonal, que
seria a média ponderada das matrizes de transicdo com sazonalidade, ou seja, a
alternancia periédica entre essas, criando o comportamento pseudoestacionario das

probabilidades que oscilariam em torno dos valores médios. Complementando o raciocinio,
135

a Propriedade de Markov mitigaria a influéncia do estado inicial no dominio do tempo, entéo
apos diversos passos, 0 ponto de partida se tornaria irrelevante (Norris, 1997; Ethier e
Kurtz, 1986; Clarke e Disney, 1979).

Tabela 7: Matriz de Transicdo Acumulada com n = 6 passos e Distribuicdo Nao Concentrada.
Baixa Média Alta
Baixa 0,5327 0,3453 0,1221
Média 0,5321 0,3456 0,1223

Alta 0,5318 10,3458 0,1224
Fonte: Os Autores (2025).

A validacdo matematica forneceu o vetor das diferencas absolutas, |A| =
[0,09%; 0,05%; 0,03%], cujos valores foram sempre menores que 0,30%, portanto
consideradas nédo significativas. Logo, 0 sistema conseguiu suavizar 0 impacto da
distribuicdo inicial, apesar do numero finitos de passos, h = 6. Como a matriz de Markov
era ndo homogénea havia a expectativa de que a dependéncia temporal da sazonalidade
promovesse trajetdrias distintas de acordo com o estado inicial, mais claramente, por
aquelas matrizes se o0 estado atual fosse 1) Baixa, a maior probabilidade seria de
permanéncia nele na primeira transicdo; mas se 2) Alta, a mesma transi¢édo, a tendéncia
seria de caminhar para Média ou Baixa, 0 que elevaria os valores de |A|. Esse foi
influenciado de forma complexa pela multiplicagcdo sequencial de matrizes diferentes,
resultando em probabilidades como acumulos de interacfes nao lineares (Souza, 2013).

Extrapolando o caso ora em tela, a relevancia desses resultados estaria na
possibilidade de predicdo em sistemas ou fenbmenos com variacdes sazonais, por
exemplo, demanda enérgica que sofreria influéncia das esta¢bes do ano; vendas de
produtos (vestuario, fantasias e determinados alimentos, por exemplo) ou servicos
(matriculas em academias de ginastica ou instituicbes académicas, aulas de danca ou
particulares de disciplinas académicas, organizacdo de casamentos, dentre outras).
Conforme realizado em investigacdes para predizer a demanda no setor de saude

(Rodrigues, 2021) ou elétrico de curto prazo (Santos, 2022), estimar a erosividade das
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chuvas (Oliveira, 2014), predicéo do indice Bovespa (Dametto, 2018), e avaliar os servigos
de estoque e sequestro de carbono no Pantanal (Pires, 2024).

Consideracdes Finais 136

O objetivo do estudo foi modelar uma cadeia de Markov a tempo discreto para
predizer a receita da escola de futevdlei. A predicao pelo modelo convergiu a realidade em,
pelo menos, metade do periodo de interesse. Logo, concluiu-se que a modelagem capturou
a idiossincrasia da escola, predizendo adequadamente a faixa de receita em razao das
circunstanciais mensais.

Outros estudos poderiam replicar o modelo, porém acrescendo variaveis explicativas
relacionadas as sazonalidades, por exemplo, calendéario escolar e temperatura média da
cidade de Vitéria. Acrescentar a modelagem de ruidos das flutuacGes sazonais, tenderia a
elevar a precisdo. Dividir os dados em razdo da sazonalidade para a realizagcdo de
validacdo cruzada das matrizes de transicdo garantiria a robustez das estimativas,
especialmente se combinada ao bootstrapping. A melhora do modelo seria conquistada
com a realizacao de testes sobre a configuracdo dos parametros das matrizes de transicao
em ambientes simulados, fornecendo valores a otimizacdo da descricdo dos periodos de
sazonalidade. A simulacdo poderia ser realizada com o método de Monte Carlo,
favorecendo a pormenorizacdo do comportamento do modelo no dominio do tempo,
inclusive as incertezas inerentes ao processo de modelagem. A sensibilidade do modelo as
variagdes nos vetores iniciais e nas matrizes de transicao deve ser explorada, também, pela
aplicacdo do método de Monte Carlo. Finalmente, as estimativas deteriam maior nivel de
precisdo com a aplicacdo de métodos bayseianos ou aprendizagem de maquina, dividindo
o conjunto de dados em treinamento (70,00%), validacdo (10,00%) e teste (20,00%), para

rede neural markoviana, por exemplo.
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