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Resumo

Objetivou-se desenvolver modelos para maximizar as taxas de retorno, produtividade e do
desempenho de um Centro de Treinamento de Futevdlei de Vitoria (ES). Utilizou-se a
programacao fracionaria codificada em linguagem R 4.3.3 com os pacotes IpSolve 5.6.23 e
CVXR 1.0-15. Os resultados conquistaram a solucao 6tima em todos os casos, destacando
a influéncia do método empregado na resolugao sobre a precisao dos pontos de maximo.
Logo, concluiu-se que o objetivo foi atingido a contento, langando luz sob a interpretagéo
dos resultados conquistados.

Palavras-chave: Planejamento. Modelagem. Administragéo. Economia. Estatistica.

Abstract

The objective was to develop models to maximize the rates of return, productivity, and
performance of a Footvolley Training Centre in Vitéria (ES). Fractional programming coded
in R 4.3.3 language with the IpSolve 5.6.23 and CVXR 1.0-15 packages was used. The
results achieved the optimal solution in all cases, highlighting the influence of the method
employed in the resolution on the accuracy of the maximum points. Therefore, it was
concluded that the objective was satisfactorily achieved, shedding light on the interpretation
of the results obtained.

Keywords: Planning. Modeling. Administration. Economics. Statistics.

Introducao

A modelagem matematica utilizaria a programacao linear ao lidar com problemas de
alocacao de recursos limitados com todas as variaveis descritas por fungdes lineares,
todavia, esses requisitos se manifestariam como excecdes no mundo real, no qual a fungao-

objetivo ou, pelo menos, uma restricdo violaria a linearidade (Abensur, 2018). Tal
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caracteristica, ndo raramente, impediria a obtencdo da solugdo 6tima, entretanto, essa
poderia ser favorecida pela formalizagao das restrigdes (Hillier e Leiberman, 2006), o que,
em alguns casos, poderia ser confirmado na inspeg¢ao visual ou pela mudanga na

interpretacdo do problema, como ocorreria ha programacao fracionaria (Stancu-Minasian,
411

1999).
Nesse processo de modelagem matematica, a fungcdo objetivo seria expressa por
razao ou fracéo entre fungdes (max ou min Z = %), conforme, comumente, demandaria a

obtencgao de indice de desempenho. Dessa forma, a solugado 6tima seria, essencialmente,
a taxa de eficiéncia, o que envolveria, por exemplo, equipamentos-producdo, entrada-
saida, retorno-risco ou lucro-custo. Matematicamente (Charnes e Cooper, 1962), no modelo
de programacado fracionaria (I), consequentemente, na solugdo 6tima haveria o limite
maximo de 100,00% em razdo da consequéncia de referéncia ou zero (como producgao,
saida, risco ou risco), o que permitiia a formulagao linear (Il), por conseguinte, a

denominagéo de programacao fracionaria linear.

B _ Z?:l aiYio
maxZz = o5 —
i—1 bi Xig
Sujeito a:
N
S Qv
S < 4= (1,2, 0,m) '
i=1 bi Xij

ai,...,as20;bi, ..., bs =20
onde: ai: peso para a consequéncia /; yij: quantidade de consequéncias i da unidade

J; bi: peso para a causa /; xij: quantidade de causas i/ da unidade j.
S

max Z = Z a;Vio

i=1

> b an

Sujeito a:
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Explicitamente, na Programagao Fracionaria Linear - PFL, a fungcdo-objetivo seria
formada por fungdes lineares. Porém, caso o numerador ou denominador seja representado
por fungdo quadratica, entdo, o modelo seria de Programagéo Fracionaria Quadratica —
PFQ (Cambini, Crouzeix e Martein, 2002; Patel, Behera e Kumar, 2025), como na eficiéncia
de investimento tomada pelo retorno excedente em relag&o a volatilidade (desvio padrao) -
do risco assumido, conhecido como indice de Sharpe (Aratjo Junior e Tavares, 2025;
Meneses, 2025). Talvez, o caso especial residisse na necessidade de maximizar a fungao
do numerador (cbncava) e minimizar aquela do denominador (convexa), modelo fracionario
cbncavo-convexo - PFC (Dey e Mehrotra, 2024), quando a solucdo 6tima exigiria a
aplicacdo do método de Dinkelbach (Dinkelbach, 1967). Esse algoritmo teve por base o
teorema de Jagannathan, o qual relacionou as programagdes fracionaria e paramétrica
(Jagannathan, 1966), demonstrando a associagao entre os métodos de Isbell e Marlow para
a programacao fracionaria linear (Isbell e Marlow, 1956) e Ritter para o modelo paramétrico
quadratico (Ritter, 1962).

O método de Dinkelbach, conhecido como transformada paramétrica, encontraria a
solucdo otima do problema de PFC, transformando-o em sequéncia de problemas
paramétricos, por esséncia, mais simples. Pragmaticamente, a fung¢do-objetivo seria
percebida como max Z = {f(x) — A . g(x)}, a resolugao atualizaria o parametro A a cada

f(xx)

iteracdo com o valor corrente daquela funcéao (4., = o
k

), entdo, a solugdo 6tima seria

conquistada quando f(xk) — Ak . g(xk) — 0, de outra forma, 4, = % (Dinkelbach, 1967).
k

Alternativamente, possivel seria aplicar o método da bissec¢ao, no qual realizar-se-ia busca
binaria sobre o espacgo de valores da fungao-objetivo, em cada iteragao, resolvido seria um
problema de viabilidade convexa para satisfazer {3x € R|f(x) — A. g(x) = 0}, ou expresso
de outra maneira, procurar-se-ia um valor de x que torne verdadeira a condi¢ao f(x) —
A. g(x) =0 (Kara, Kocken e Akdemir, 2025). A transformada de Schaible poderia ser
empregada para transformar a fung¢ao-objetivo original de racional em composta, tornando
o problema adequado a PFQ ou Programacéao de Cone de Segunda Ordem (Second-Order
Cone Programming - SOCP), essa quando as restri¢des definiriam regido de solugéo conica
e a funcado-objetiva fosse linear (Saraiva, 2024; Meneses, 2025).

Talvez, as aplicagcdes detentoras de elevado nivel de popularidade utilizariam a
analise envoltéria de dados (Data Envelopment Analysis — DEA), modelagem nao

paramétrica para avaliar a eficiéncia de unidade de decisdo (por exemplo, departamento
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comercial, unidade académica ou profissional liberal) que utilizaria entradas ou insumos

para gerar saidas, respostas, produtos ou servigos (Charnes, Cooper e Rhodes, 1962).

Essa modelagem especifica da programacéao fracionaria () apresentaria robustez para
problemas em Administracdo, Contabilidade, Economia, Engenharia de Producéo,
finangas, marketing e logistica, por exemplo (Colin, 2007). Porém, permitindo investigar a Z
eficiéncia dos treinos disponibilizados por personal trainer (Brito et al., 2025), de aterros
sanitarios (Ferreira, Penereiro e Fuijita, 2017), negécios de varejo (Miranda, 2015) e usinas

de acgucar e alcool (Junior, Bonacim e Junior, 2009). Assim como na avaliagdo de tornos
mecanicos (Leta et al., 2005) e comparagéo de custos operacionais nos servigos publicos

de agua e esgoto (Pompermayer, Serrano e Saiki, 2025).

A programacao fracionaria em geral foi aplicada na modelagem da eficiéncia
energética de redes sem fio (Zappone e Jorswieck, 2015) e para otimizar portfolio de
investimento com base no risco (Hu, Gao e Guo, 2025), produgéo e alocagao de recursos
(Dey, Kim e Mehrotra, 2024) e o indice Sharpe (Patel, Behera e Kumar, 2025). Ent&o,
objetivou-se desenvolver modelos para maximizagdo da taxa de retorno, produtividade e

do desempenho.

Metodologia

A pesquisa caracterizou-se como estudo de caso, pois empregou-se um Centro de
Treinamento de Futevdlei (CTF) localizado em Vitéria (ES), cuja necessidade seria a
otimizacao da eficiéncia, utilizando o contexto de operacdo em uma unica situagao para
cada nivel dentre: 1) Administrativo, maximizar a taxa de retorno, considerando a relagao
Lucro/Investimento; 2) Técnico, maximizagdo da produtividade, essa entendida como
Intervengcbes/Numero de Técnicos; e 3) Praticante, considerando o principal competidor,
maximizar o desempenho, compreendendo-o como Valor/Risco. A modelagem foi realizada

em linguagem R 4.3.3. com o emprego dos pacotes IpSolve 5.6.23 e CVXR 1.0-15.

Resultados e Discussao

O problema da maximizagdo da Taxa de Retorno (lucro/investimento), considerou
que o departamento de marketing teria R$ 100.000,00 para todas as campanhas de 2025,
tendo por objetivo maximizar o Retorno sobre o Investimento (ROIl), dado pela razao entre
o lucro operacional e total investido (Cardoso e Oliveira, 2023). A expectativa de retorno foi
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obtida pelo estudo do mercado, dado que a Organizagao carecia de dados sobre o assunto,
entdo, estabelecido foi que o marketing digital (x1) originaria o quintuplo do investimento
(Fator 5), enquanto o tradicional (x2), o triplo (Fator 3). Isso tornou o lucro uma fungéo linear
do investimento, L(x) = 5x1 + 3x2, essa familia de curvas recepcionou a func¢ao investimento,
I(x) = x1 + X2, e estabeleceu-se, arbitraria e compulsoriamente, que o digital deveria receber, -
pelo menos, o dobro de recursos em comparagado ao tradicional. O modelo gerado
observando as condi¢des postas (l1l) poderia ser resolvido com a transformada de Charnes-
Cooper (Charnes e Cooper, 1962; You et al., 2023; Zhou et al., 2025) ou, dada a
simplicidade matematica, intuitivamente, assumindo que a totalidade do capital seria
utilizada e aplicando a Restrigdo (2), o que significaria assumir que x2 > 0, em que pese,

nao ter ocorrido impedimento em comprometer, integralmente, o valor em x1.

L)  5x; +3x,
I(x) x5 +x

max Z(x) =

Sujeito a:
(1) x1 +x2<100 (I
(2) x1 2 2x2

(3) x1,x2=20

Entao, sob a orientagdo intuitiva, assumiu-se x1 + x2 = 100 e x1 = 2x2, assim, 2x2 + X2

=100 .. x2~ 33,33 e x1 ~ 66,67. Consequentemente, os investimentos seriam tradicional =

5.66,67+3.33,33

33.330,00 e digital = R$ 66.670,00, tendo ROI = 4,33 (= m

= Z(x)), portanto

cada R$ 1,00 investido retornaria R$ 4,33 de lucro. A utilizagdo da transformada de

Charnes-Cooper requisitou a definicao da variavel de transformacéao, dada pelo inverso de

I(x), t =

— -, COMO X1 + X2> 0, entdo a existéncia de t estaria garantida. Porém, o método
1 2

exigiria a criacdo de y1 =t. x1 e y2 =t . xz, reescrevendo I(x) = x1 + x2= % e L(x) = 5x1 + 3x2

5y1+3y2

5y1 +3 = = L 5x1+3 B —
=22 , %2 o que resultou na transformacao da fungao-obijetivo, Z(x) = i:x"z = t
1 2 -

t
Z(x) = 5y1 + 3y2, em linear. Aplicando, as necessarias transformagdes nas restrigdes, o
modelo (IV) representaria o problema em programagao linear equivalente, com o acréscimo

da Restricdo (0) que estabeleceu a relagéo entre y e t.

Revista Presenca - Rio de Janeiro/RJ - Volume 12 - 322, edicdo - 2026



R E VvV 1 S T A
> ISSN: 2447-1534

max Z(x) = 5y1 + 3y2

Sujeito a:
1
(O)Y1+y2:t(x1+x2):t-?:1 cy1t+y,=1 415
(1) %+ 100 + (x; + 1) = 2 < 100 L . 1<100t (V)
X1+ x, < = (%1 +x3) T, S Sk
xl xZ
(2) x1 = 2x3 + (1 +22) =~ = “ Y122y,

> 2
X1+ X, X1+ X,

)y, Yyt =0

A resolugao permitiria de (0) obter y1 = 1 — y2 e substituir em (2), resultando 1 —y2 =
2y2 o y2 < § e na fungado-objetivo, obtendo Z = 5(1 — y2) + 3y2 .. Z = 5 — 2y2. Entéo,
maximizar Z exigiria minimizar y2, tornando nulo por (3) o tornaria nulo e aplicando (0), y1 +
y2=1..y1+0=1 .. y1=1. Todavia, necessario foi verificar se houve violagdo de (2), y1 =
2y2 .. 122.0 .. 120, o que ndo ocorreu, logo, a solugao 6tima seriay1=1,y2=0eZ2=5.
1+ 3.0 =5. Adeterminagao de t recairia sobre (1), mas, exigindo a recuperacao de x1 =

% = % e Xo = y—: = % = 0, substituindo-os em x1 + x2 < 100, obtido foi % +0<100.1<100¢t.

Essa seria, exatamente, a Restricdo (1), assim, a maximizagao de L(x), somente para obter
a solugéo, dado que nao seria o objetivo, associada estaria ao maior valor de x1, o qual

corresponderia ao menor valor de t, esse identificado em (1), 1 <100t .. 0,01 <t, logo, t =

0,01. Dessarte, x; = % = 0—21 =100,x, =0e Z(x) =

5.100+3. 0
100

= 5.

Comparando as solugdes, a transformada de Charnes-Cooper encontrou 0 maximo
global, enquanto o método intuitivo obteve o local, em suma, ambos resultados seriam
viaveis, porque, Z(x) seria a média ponderada entre lucro e investimento, em outras
palavras, qualquer solugdo com Z(z) entre trés e cinco seria aceitavel. A diferenga ocorreu,
porque, na primeira solugao, a x1 = 2xz2 imposto foi x2 > 0, todavia, essa seria somente
possivel, ndo exigéncia. Em ultima analise, a solugdo o6tima seria alcangada com o
investimento somente em marketing digital, culminando em ROlchames-Cooper = 5,00 >
ROl intuitivo = 4,33.

Valeria considerar que, além da auséncia de série historica, a fragilidade da decisao
administrativa quanto a Taxa de Retorno estaria na auséncia de analise de sensibilidade
do ROI (Xavier e Bonizio, 2019), ou seja, assumiu-se que todas as variaveis que o
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compuseram se comportariam de maneiras similares e constantes, e ter aquela estimativa
como unico indicador de retorno, o que no longo prazo poderia comprometer a avaliagao
do negdcio, talvez, interessante fosse, também, empregar a Taxa Interna de Retorno (TIR),
particularmente de forma incremental no dominio do tempo (Silva et al., 2024).

No dominio da equipe técnica, a maximizagcdo da produtividade -
(Intervengbes/Numero de Técnicos), considerou a disponibilidade de cinco profissionais, os
quais deveriam ser divididos entre as possibilidades de intervengao: Individual (x2) com até
dois clientes por hora, possibilitando a atuacdo simultdnea de até trés profissionais,
podendo ndo haver o servigo, e Coletiva (x1) com até oito clientes por hora, tendo permisséo
para atuacao concomitante de um a quatro técnicos. Dessa forma, a fung¢ao Intervencgao foi
definida como I(x) = 8x1 + 2x2, e a Treinadores por T(x) = x1 + x2. Consequentemente, o

modelo (V) teve Z(x) como média ponderada, analogamente ao problema anterior.

Ix)  8x; +2x,

maxZ() = T T Tt
Sujeito a:
(1) x1+x2<5 (V)
(2)1<x1s4
(3)0<x2=<3
(4) x1,x2 €N

Na ciéncia disso, a interpretacdo do problema revelaria que a média seria
maximizada quando o maior numero possivel de treinadores (x1) desenvolvesse
intervengdes coletivas. A Restricdo (1) indicaria que a solugéo 6tima seria conquistada com
o maior valor possivel da fungéo I(x), o que dependeria de x1, observando (2), 0 maximo

permitido seria x1 = 4. Por conseguinte, a consideragao conjunta de (1) e (3), originaria os

8.4+2.1 34 _

seguintes cenarios elegiveis a solugdo 6tima: a)x1=4ex2=1->Z(x) = v .

8.442.0
440

68;b)x1=4ex2=0—7Z(x) = % = 8,0. Entdo, a maxima produtividade seria

alcancada com a alocacao de quatro treinadores em intervengdes Coletivas e o abandono
das Individuais. Valeria destacar que a eficiéncia maxima foi identificada, estabelecendo
capacidade ociosa, pois, sempre existiria um profissional ndo alocado em intervencoes,

podendo ser aproveitado, conforme o modelo organizacional do CTF, como auxiliar em
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atividades outras, como planejamento ou treinamento do cliente interno (Vidotto,
Bentancourt e Bastos, 2015; Karolczak e Souza, 2017; Gongalves Junior e Dellagostin,
2024; Cunha et al., 2025; Cardoso et al., 2025).

O método de Charnes-Cooper, similarmente ao primeiro problema, requisitou as
417

seguintes transformacdes, t = yi=t.x;ey,=t. x,, tornando a fungdo-objetivo

x14x5’

Z(x) _ 8x1+2x, _ (8y1+2y,)/t
X1+Xy 1/t

= 8y, + 2y, e alinearizagdo do modelo (VI), o que tornou y1, y2

e t continuas. Para eliminar y», aplicado foi (0), y1 + y2=1 .. y2=1 —y1, em (3), resultando:
y2<3t. . 1-y1 <3t .. y121+3te0<y2..0<1-y1.. y1<1.A substituigdo na fungao-
objetivo, Z(x) = 8y1 + 2y2 = 8y1 + 2(1 — y1) = 8y1 + 2 — 1y1 = 6y1 + 2, possibilitando identificar
que a maximizagao de Z(x) ocorreria no maior valor de ys. Nao ofendo as transformagdes
e na ciéncia de que t = 2 (1), ent&o, a associagao entre ys e t se estabeleceria como {Vt |
max(y1) = min(4t, 1)}, gerando o par de situagdes: a) 4t<1 .. t<0,25eb)4t>1 .. 1> 0,25,

ambas validas (Quadro I).

max Z(x) = 8y1 + 2y2

Sujeito a:

1
(O)y1+y2=t(x1+x2)=t.?=1 “yity, =1

X1+ x5 1
(Dx;+x, <5 +(x1+x3) <65. ~1<5t
X1t X X1+ X (V1)
(2)1 <x; <4 = (x; +x,) B S <y, <4t
<x; <4+ (% +x) < < at<y, <
! L b xy, T X X, T X X 71
Xy 3
(3)0=<x, <3 +(x+x3) <y, <3t

< <
Xp+x, x3+x, x1+x

(4) y1,y2,,t =0

Quadro I: Verificacdo da Validades dos Op¢des de &

t<0,25 t>0,25
Y1 y1 < 4t y1<1
Maximizar ys | y1 =4t y1=1
Verificagdes | y1 2t, sim y1 < 4t, sim
y121-3t . 4t21-3t .. 7t=21 . t|jy1=2t.. 12t
>1/7~0,143. Como t=>0,20, sim. |y1=21-3t..1>1-3t.. 0=-3t, sim

Fonte: Os Autores (2026).
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O método revelou que a solugao 6tima seria Z(x) = 8,00, conquistada comt=0,25e
y1 = 1 (Tabela 1), todas seriam continuas. Porém, x; seria o0 numero de profissionais
alocados em intervengdes Coletivas, logo, obrigatoriamente, natural e 1 < x1 < 4, portanto,
alocando um, dois, trés ou quatro profissionais na coletividade, a produtividade seria 6tima o
(Tabela 2). A diferenga entre as solugées se manifestou, porque, na resolugao intuitiva
assumiu-se que o numero de técnicos na intervencao individual (x2) seria positivo, mas,
pela regra estabelecida poderia ser nulo. A adogdo de solugdo deveria considerar a
demanda dos clientes externos, os custos fixos dos profissionais e o nivel de ociosidade
aceitavel, uma vez que, x1 = 1/h implicaria no atendimento de oito clientes e quatro técnicos
0Cios0s, ao passo que x1 = 4/h resultaria em 32 clientes e um profissional em écio. Além
disso, nesse estudo foi desconsiderada a necessidade de ofertar intervengdes individuais,

0 que careceu de investigagao.

Tabela 1: Demonstragéo da Solugdo Otima pela Transformada de Charnes-Cooper.

t Y1 Z(x)
0,20 min(4 . 0,20; 1) =min(0,80;1)=1 6.0,80+2=6,80
0,21 0,84 7,04
0,22 0,88 7,28
0,23 0,92 7,52
0,24 0,96 7,76
0,25 1,00 8,00
0,26 1,00 8,00
0,27 1,00 8,00
0,28 1,00 8,00
0,29 1,00 8,00
0,30 1,00 8,00

Fonte: Os Autores (2026).

Tabela 2: Solugéo Otima em Convergéncia & Imposicéo das Regras de Negécio do CTF.

X1 X2 t Y1 Z(x)

4 0 0,25 1,00 8,00
3 0 0,33 1,00 8,00
2 0 0,50 1,00 8,00
1 0 1,00 1,00 8,00
Fonte: Os Autores (2026).

A eficiéncia de desempenho do competidor foi avaliada considerando somente Valor
Técnico (VT(x)) e Risco de Lesao (RL(x)), avaliados em razdo da carga horaria semanal
distribuida entre treino na Areia (x1) e Preparacéo Fisica (x2). O primeiro ndo podendo

superar 8,00 h/semana e segundo com, pelo menos, 2,00 h/semana, tendo limite de 10
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horas semanais. O VT(x) expressaria o retorno em aprendizado ou condicionamento fisico,
assim, o CTF estipulou que Areia proporcionaria elevado ganho técnico, enquanto a
Preparagao Fisica favoreceria ganhos medianos, atribuido foram os valores 10 e 4,
respectivamente, tornando VT(x) = 10x1 + 4x2. O risco de lesdo, especialmente pelo
desgaste articular, aumentaria na Areia e com aumento de carga externa (Souza et al., -
2025; Delevatti et al., 2025; Dallegrave et al., 2026) e na sindrome de treinamento (Bonin,
Serafim e Andrade, 2025; Lima, Beck e Maynard, 2025; Rosa et al. 2025), nesses casos
com elevagdo de ordem quadratica, situagdo expressa como RL(x) = x? + 0,5x2.
Atendendo as exigéncias, o modelo (VII) se caracterizou como problema de PFQ, tendo
RL(x) convexo e VT(x) concavo (linear), dessarte, a solugéo foi obtida pelos métodos de

busca (intuitivo) e Dinkelbach.

VT(X) _ 1Ox1 + 4x2

max Z(x) = RL(x) x2+ 0,5x2
Sujeito a:
(1) x1 +x2<10 (VI
(2)x1=8
(B)x2=2
(4)x1,x2>0

O primeiro método encontrou a solugéo 6tima Z(x) = 1,88 (Tabela 3), ou seja, para

cada unidade de Risco de Lesao, o Valor técnico seria 1,88. O aumento do tempo de Areia

(x1) promoveria perdas de desempenho, em x1 = 8,00 h, de até 29,17% (z(l — %) .100,00),

efeito similar a elevacdo das horas dedicadas a Preparacdo Fisica, podendo alcancar,
perda de, aproximadamente, 41,11% (x2 = 9,00 h). Essa aparente contradicdo se
apresentaria pelo crescimento quadratico de RL(x), concomitantemente, ao linear de VT(x).

No dominio do treinamento desportivo, os resultados revelaram que o aumento das
intervengdes em Areia (cenarios A, B e C) elevaria o Valor Técnico, porém, o Risco de
Lesdo cresceria mais velozmente, reduzindo a eficiéncia de desempenho. No outro
extremo, a elevagao das intervengoes fisicas (cenarios F, G e H) reduziria o Valor Técnico
e Risco de Lesédo, culminando na atenuacdo do desempenho. Valeria destacar que o
Cenario H seria ponto de inflexdo, informando a presenca da sindrome de treinamento,

possivelmente, dado que o Risco se elevou (Tabela 3). Em sintese, a solugao 6étima seria
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x1=4,00 h e x2=6,00 h (Cenario E), podendo ser empregada a igualdade de carga horaria

(Cenario D), porque, a perda de desempenho seria de 0,83%.

Tabela 3: Resultados de Z(x) pelo Método de Busca e Efeito (%).

Cendrio x1 X2 VT(x) RL(x) Z(x) Efeito 420
88,00

A 8 2 10.8+4.2=8800 82+0,50.22=66,00 g0 195 29,17

B 7 3 82,00 53,50 1,53 18,57

C 6 4 76,00 44,00 1,73 8,24

D 5 5 70,00 37,50 1,87 0,83

E 4 6 64,00 34,00 1,88

F 3 7 58,00 33,50 1,73 8,02

G 2 8 52,00 36,00 1,44 23,26

H 1 9 46,00 41,50 1,11 41,11

Fonte: Os Autores (2026).

Para o algoritmo Dinkelbach, definiu-se como tolerancia, diferenga entre gk+1 € gk, €

= 0,01, e aplicou-se as etapas: a) Iniciar qo = 0; b) Respeitando as restri¢gdes, resolver

max{10x; + 4x, — qx(x? + 0,5x2)}; c) Obter x*; d) Calcular gz, = %; e) Enquanto |F(gk)|

> g, repita. A convergéncia de q foi conquistada em seis iteragdes (Tabela 4), indicando x1
= 0,822 h (49,32 ~ 49 minutos) e x2 = 2,000 h, ou seja, 0 modelo penalizou o excesso de

treino (pelos termos quadraticos) em prol da eficiéncia da prescricao, proporcionando Z(x)

_ _ 10.0,822 +4.2,00 _ 822+800 _ 16,220
= 6,06 (v - = =
0,822< +0,5.2,00 0,676 +2 2,676

), 0 que ratificaria a perda de desempenho na

presenga de overtraining. O modelo foi limitado pela auséncia de tempo minimo semanal
de treino, ndo obstante, o resultado seria valido e o modelo robusto, pois, 0 comportamento
cébncavo, garantindo a existéncia do ponto de maximo, nao foi perdido, na realizagdo de
mudangas na disponibilidade de horas distribuidas entre Areia e Preparacéao Fisica (Tabela
5). Portanto, consistente e confiavel seria afirmar que situagdes: a) abaixo do 6timo,
caracterizadas por poucas horas, resultariam em baixos valor técnico e desempenho; b) no
otimo apresentariam equilibrio entre valor e risco; e ¢) acima do 6timo, marcadas por muitas
horas, promoveriam alto risco lesivo e baixo desempenho.

Valeria destacas que o ultimo caso seria andlogo a Lei dos Rendimentos
Decrescentes, comumente presente em Economia e Administragdo no contexto da
produgédo. Em linhas gerais, a eficiéncia estimada (Desempenho) seria a produtividade, o
Valor Técnico, a producédo, e o Risco de Lesao equivaleria ao custo. Isso entendido, entao,

o competidor teria um ponto 6timo de treino, nesse o retorno por unidade de risco seria
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maximo. Analogamente, ao fabricante que teria o ponto 6timo de produgédo, no qual a

produtividade seria maxima.

Tabela 4: Iteracdes do Algoritmo de Dinkelbach.

Iteracdo X1 X2 q 421
0 8,000 2,000 1,333
1 3,750 3,000 2,667
2 1,875 2,000 4,850
3 1,031 2,000 5,978
4 0,836 2,000 6,062
5 0,824 2,000 6,075
6 0,822 2,000 6,077

Fonte: Os Autores (2026).

Tabela 5: Resultados de Z(x) pelo Método de Dinkelbach e Efeito (%).

Cenario  xi X2 VT(x) RL(x) Z(x) Efeito
Otimo 0,82 2 16,20 2,67 6,06 0,00
A 1,82 2 26,20 5,31 4,93 18,64
B’ 2,82 2 36,20 9,95 3,64 40,00
C 0,82 3 20,20 517 3,91 35,58
D’ 0,70 2 15,00 2,49 6,02 0,63
E’ 0,52 2 13,20 2,27 5,81 4,09
F 0,50 2 13,00 2,25 5,78 4,69
G 0,30 2 11,00 2,09 5,26 13,18
H’ 0,10 2 9,00 2,01 4,48 26,14

Fonte: Os Autores (2026)

Consideragoes Finais

O objetivo foi desenvolver modelos de programacéo fracionaria para maximizagao
da taxa de retorno, produtividade e do desempenho de um competidor. Os resultados
conquistaram a solugdo 6tima em todos os casos, embora, o método empregado na
resolugdo tenha influenciado a precisdo dos pontos de maximo. Isso destacou,
contundentemente, a necessidade da adequada interpretagao do problema e convergéncia
da resposta encontrada a circunstancialidade corrente. Assim sendo, concluiu-se que o
objetivo foi atingido a contento.

As futuras investigagdes devem realizar a analise de sensibilidade do ROI, dado que
o impacto contabil poderia revelar nuances a serem consideradas no investimento em
marketing. Considerando que na Organizacdo seja lugar comum o interesse na
longevidade, a Taxa Interna de Retorno (TIR) deveria ser considerada nos projetos de longo

prazo, como comunicagdo e vendas. As estimativas precisariam ser refinadas pelo
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detalhamento das regras de negdcio, o que implicaria em investigar a demanda por
intervengdes individuais, a existéncia de limitagdes (ou gargalos) a atuagéo, os custos de
operagao dos servigos e a cultural de capital humano, quanto a ociosidade de clientes
internos. A otimizagao de desempenho deveria ser pesquisada considerando o treinamento -~

técnico, fisico, tatico e psicoldgico, assim como, historico de lesdo, condi¢do nutricional e

regime de sono.
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